Lycée M Reda Sloaui
Centre des classes préparatoire
Agadir
Année scolaire : 2004 /2005

Devoir libre n°3
a rendre le 3/1/2005

Exercice 1

Nous considérons la fonction de la variable réelle = définie sur £y = R\{1} par

fz) = : (1)

de courbe représentative C; dans Oxy.

1. Etude et réprésentation de f.
— a) Déterminer le développement limité & I'ordre 3 de f au point z =0
— b) Calculer f’ et f”.
— ¢) Etudier les variations de f et représenter Cy. ( On jusfiera les limites def en +o0)
2. Etude de f(™
— a) Dire pourquoi f est classe C°° sur tout intervalle ouvert de Cy.
— b) Etablir par récurrence que f(™(z) = (i’;()ﬁrl e® ot P,(z) est un polynome de degré n
dont on déterminera le monome de plus haut degré.
Déduire de la démonstration précédente la relation ( pour n > 1),

Pu(e) = (— + n+ )Py (a) + (1 - 2)P,_, (2).

- ¢) Calculer P,(1).

- a) Etablir que pour z € &
(- 1)f'(z) — (x —2)f(z) = 0. (2)

— b) En appliquant la formule de Leibniz & (2) et en utilisant la forme (1), donner une relation
de récurrence entre P,1, P, et P,,_.
— ¢) Déduire que pour z € &
Pl (x) = —nP,_1(x)

puis pour 0 < k < n, que
PE(1) = (=1)*n!

4. Enoncer et appliquer la formule de Taylor pour le polynéme P, entre 1 et x.

En déduire que lim Pulz) _ p1-a
n!

n+—-+o0o



Exercice 2

Soit E un espace vectoriel sur R, f un endomorphisme de E tel que f® =0 et f"~! # 0, pour
un entier n > 1 ( 0 désigne 'endomorphisme nul de F ).

Montrer que si z est un vecteur de E n’appartenant pas au noyau de f"!, les vecteurs
x, f(), ..., f*~1(x) sont linéairement indépendants.

Exercice 3
Soit E l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
On considére 'application ¢ de FE dans E définie par :
(VP € E): ¢(P)=2*P" — (a+b—1)xP' + abP

ol a et b sont deux entiers naturels vérifiant 0 < a < b < n.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Calculer
@(2?),(0 <p<n)

3. Déterminer I'image de E par ¢ et le noyau de ¢.

Exercice 4
E, et By étant deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E, on
considére 'application f de E; x Ey dans E définie par

flx1,23) = 21 + 22

(xl (S El,xg S Eg)
1. Démontrer que f est linéaire.

2. Démontrer que ker f est décrit par (z,—x), = décrivant Ey N Es en déduire que ker f est
isomorphe & FE1 N Es.

3. Démontrer que Imf = FE1 N Es, en déduire :

dim Eq + E») = dim(Fq N Ey) = dim E; + dim E»

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie et f un endomorphisme de F.
1. Démontrer que
E=1Imf®ker f < Imf = Imf? (1)
2. Donner un exemple d’un endomorphisme de R?, espace vectoriel sur R, vérifant (1).
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